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A Matematica torna-se mais
significativa para um aluno que
esta constantemente em contato
com ampla variedade de
problemas. Este artigo tem o
objetivo de motivar o professor a
nao poupar esforcos para
estimular suas classes de
Geometria com problemas que
conduzam os alunos para além
dos exercicios rotineiros. O
ambiente Logo é a estratégia
metodoldgica alternativa que nos
conduzira ao obijetivo proposto.

Introducao

A Geometria euclidiana tem sido me-
nos ensinada nos ultimos anos. Observa-
se que, no ensino fundamental e médio, a
situagao é cadtica. A razao desse declinio
deve residir ndo na insatisfacado quanto ao
seu conteldo, mas nas dificuldades
conceituais advindas das argumentacoes
l6gicas que constituem a esséncia da Ge-
ometria euclidiana. A maioria das dificul-
dades conceituais que se observam nos
alunos em sala de aula esta relacionada
com a maneira de organizarem o racioci-
nio e construirem argumentacoes logicas.

A Geometria, tal como é ensinada tra-
dicionalmente, precisa mudar. Chegou o
momento de refletir sua evolugao e per-
ceber que ela deve inserir também a
tecnologia do presente. Os alunos de Ge-
ometria deveriam aprender como 0s con-
ceitos e idéias dessa disciplina se aplicam
em vasta gama de feitos humanos — na
Ciéncia, na Arte, entre outros. Além disso,

deveriam experimentar a Geometria ativa-
mente. Uma maneira de lhes proporcionar
essa experiéncia é através da informatica
no curriculo escolar. Dessa forma, é possi-
vel acreditar na construcdo de um ambi-
ente que permita a interacdo do aprendiz
com o objeto de estudo. Esta interacgao,
contudo, nao significa apenas o apertar de
teclas ou o escolher entre opcdes de "na-
vegacao"; a interacdo deve passar além
disto, integrando o objeto de estudo a rea-
lidade do sujeito, dentro de suas condi-
coes, de forma a estimula-lo e desafia-lo e,
ao mesmo tempo, permitindo que as no-
vas situacdes entdo criadas possam ser
adaptadas as estruturas cognitivas, propi-
ciando o seu desenvolvimento. A interagao
deve abranger ndo s6 o universo aluno/
computador, mas, sobretudo, o aluno/alu-
no e aluno/professor, através ou nao do
computador.

Um excelente meio de comunicacéo
capaz de criar um ambiente construtivista
€ o ambiente Logo.!

A Geometria proporcionada pelo ambi-
ente Logo € um paradigma alternativo de
Geometria, assim como o paradigma
axiomatico de Euclides é bem distinto do
paradigma analitico de René Descartes. En-
quanto o paradigma de Euclides é légico, o
de Descartes é algébrico. A Geometria do
ambiente Logo é um estilo computacional de
Geometria. Euclides construiu sua geome-
tria a partir de um conjunto de conceitos fun-
damentais, um dos quais € o ponto. A Geo-
metria proporcionada pelo ambiente Logo
também possui uma entidade fundamental
semelhante ao ponto de Euclides. Esta enti-
dade, denominada de Tartaruga, ao contra-
rio do ponto euclidiano, é dinamica.

O Logo, desde a sua criagao, por vol-
ta de 1967, até 1976, ficou confinado em
alguns laboratorios, principalmente no
Massachusetts Institute of Tecnology (MIT)
e em outros centros, como o Departamen-
to de Inteligéncia Artificial da Universida-
de Edinburgh e o Instituto de Educacgao
da Universidade de Londres. Isso porque
0s microcomputadores ainda ndo existi-
am, e o interpretador Logo estava dispo-
nivel somente para computadores de
grande porte.

No ano de 1976, o Logo sai do labora-
torio e passa a ser utilizado na escola. Isso
aconteceu gragas ao projeto An Evaluative
Study of Modern Tecnology in Education
(Papert, 1976).

! Neste trabalho foi utilizado a

versao Slogow, em portugués.
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O Logo foi desenvolvido a partir da
premissa de que a programacao poderia
ser um instrumento eficaz na educacao de
jovens. Entretanto, trata-se de um ambi-
ente sofisticado, cujo potencial pleno ain-
da nao foi atingido.

A metodologia Logo de ensino-apren-
dizagem tem sido utilizada numa ampla
gama de atividades em diversificadas are-
as do conhecimento e com diferentes po-
pulacdes de criancas. Dessa maneira, tem-
se utilizado o ambiente Logo com crian-
¢as que nao conhecem letras, palavras ou
numeros e, portanto, a atividade Logo pas-
sa a fazer parte da alfabetizacao. E possi-
vel também utilizar o ambiente Logo para
implementar jogos e desenvolver ativida-
des nas areas de Matematica, Fisica, Bio-
logia e Portugués, do ensino fundamental
e médio (Valente e Valente, 1988; Nasci-
mento, Maciel, 1999). A metodologia Logo
tem sido usada na educacao especial,
com criancas deficientes fisicas, auditivas,
visuais e criancas deficientes mentais.

E justamente este aspecto do processo
de aprendizagem que o Logo pretende
resgatar: um ambiente de aprendizado
onde o conhecimento nao é passado
para a crianga, mas onde a crianga
interagindo com os objetos desse ambi-
ente, possa desenvolver outros concei-
tos geométricos. Entretanto, o objeto com
o0 qual a criancga interage deve tornar
manipulavel estes conceitos, do mesmo
modo que manipulando copos ela adqui-
ra idéias a respeito de volume. E isto é
conseguido com o computador através
do Logo (Valente, 1993).
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Um ambiente de aprendizagem que pre-
tenda ter uma conduta de acordo com a teo-
ria de Jean Piaget precisa lidar corretamen-
te com o fator do erro e da avaliagdo. Dentro
de uma abordagem construtivista, o erro é
uma importante fonte de aprendizagem. O
aprendiz deve sempre questionar-se sobre
as consequéncias de suas atitudes e, a par-
tir de seus erros ou acertos, ir construindo
seus conceitos, em vez de servir apenas para
verificar o quanto do que foi repassado para
o aluno foi realmente assimilado, como é
comum nas praticas empiristas. Neste con-
texto, a forma e a importancia da avaliacao
mudam completamente em relagao as prati-
cas convencionais.

O ambiente Logo é uma linguagem que:

— promove 0 aprendizado através da
descoberta;

— desenvolve a habilidade de resolver
problemas;

— serve de suporte para o ensino de
Geometria.

Os gréficos obtidos a partir da tartaru-
ga dentro do ambiente Logo podem ser
usados para desenvolver eficazmente e
investigar de maneira mais profunda tépi-
cos de Geometria em dois niveis:

— para alunos cuja experiéncia com o
Logo é restrita, podem ser inseridas no
curriculo atividades interativas sugeridas
pelo professor;

— para alunos que ja tiveram experién-
cia com o Logo, tarefas mais instigantes,
que acarretem a escrita de procedimentos,
proporcionam valiosa mudanca de ritmo da
rotina das aulas de Geometria.

O ambiente Logo é seguramente um
instrumento através do qual se pretende
dar vida a Geometria para o aluno.

Finalmente, a lista de sugestdes des-
critas neste trabalho, tais como angulos,
triangulos, poligonos regulares, séries ge-
ométricas, fractais e tangram, contém idéi-
as para implementar atividades com o Logo
para alunos de Geometria de todos os ni-
veis. Espera-se que estes exemplos sejam
incorporados como paradigma alternativo,
no ensino da Geometria, redimensionando
0 ensino-aprendizagem dessa disciplina.

0 ambiente Logo:
primeiras idéias
Um giro completo da tartaruga em tor-

no de si mesma equivale a 360°, conforme
a Figura 1, a seqguir.



Figura 1 - Posicoes da tartaruga na tela

Os comandos iniciais sao (Figura 2):

— parafrente (pf) nimero — movimenta
a tartaruga para frente, isto é, o nimero
de passos; desloca a tartaruga no sentido
em que ela estiver apontada;

— paratras (pt) numero — movimenta a
tartaruga para tras, isto é, o nimero de
passos; desloca a tartaruga no sentido
oposto ao que ela estiver apontando;

Esquerda Direita

— paraesquerda (pe) numero — gira a
tartaruga para a esquerda, isto é, o nume-
ro especificado, em graus;

— paradireita (pd) nimero - gira a tar-
taruga para a direita, isto €, o niUmero es-
pecificado, em graus;

— paracentro (pc) — movimenta a tarta-
ruga para o centro da tela (posicao[0 0]),
sem alterar sua direcéo.

Frente

Figura 2 - Movimentos da tartaruga: comandos primitivos

O ambiente Logo, usado como ferra-
menta instrucional na disciplina de Geo-
metria oferecida no ensino médio, propor-
cionainimeras oportunidades para que os
conceitos e termos da Geometria informal
sejam revistos e ampliados. Isto é, o Logo
fornece um ambiente para o aluno traba-
lhar com algo familiar, porém com uma
perspectiva inteiramente diferente. Nesse
processo, o esforgo ocorre naturalmente,
mas, na maioria das vezes, resultam tam-
bém novas relagdes e novas percepcgoes.
Este fato é verificado nas fases prelimi-
nares do uso dos gréaficos da tartaruga,
quando se tenta construir diferentes
poligonos. Para construir um triangulo no

papel, usando régua e transferidor, se fa-
zem necessarios 0 conhecimento da me-
dida do comprimento de cada lado e as
medidas dos angulos do tridngulo, isto &,
os angulos internos a figura. Para cons-
truir um triangulo no ambiente Logo, é
preciso conhecer a medida do compri-
mento de cada lado e as medidas dos
angulos externos a figura.

A Figura 3 (na qual a € um nimero
positivo) mostra dois triangulos retangulos.
O triangulo (1) pode ser obtido através da
seqgliéncia de passos: pfa pd 135 pfa *
raizq 2 pd 135 pf a.

O triangulo (2) pode ser obtido atra-
vés da seqliéncia de passos: pd 90 pf a *
raizq 3 pe 90 pfa pe 120 pf 2 * a.
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Figura 3 - Construcao de triangulos

A Geometria da Tartaruga é uma Mate-
matica arquitetada para propiciar um
aprendizado por tentativas e exploracao
e ndao uma Matematica que apresenta
seus Teoremas e suas Provas (Abelson,
Di Sessa, 1981, p. 3).

A construcao de poligonos regulares
usando o ambiente Logo é simples, o que
pode ser verificado a partir da Figura 4.

Apds girar os angulos x, y, z, a tartaruga
se encontrard em sua posicao inicial, isto é,
a tartaruga tera girado 360°.

Figura 4 - Construcao de poligono regular

Os angulos x, y, z ttm as mesmas
medidas, entdao a medida de cada um
deles seraigual a: 360, Tem-se, portanto,

3

(Angulo externo)
120°

x =Yy =z = 120°. Em particular, o poligono da
Figura 5 é obtido com os seguintes coman-
dos: pf 50 pd 120 pf 50 pd 120 pf 50 pd 120.

(Angulo externo)
w 120°

(Angulo externo)
120°

Figura 5 - Poligono obtido com o uso de comandos
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A motivacao proporcionada pelo
ambiente Logo

"A experiéncia matematica de uma
pessoa estard incompleta se ela nunca ti-
ver uma oportunidade de resolver um pro-
blema inventado por ela prépria" (Polya,
1977, p. 66). Em particular, o professor
pode mostrar a derivacao de novos pro-
blemas a partir de um outro que acaba de
ser resolvido e, assim fazendo, despertar
a curiosidade de seus alunos. O profes-
sor pode, também, deixar alguma parte da
invencao para os alunos.

Os alunos devem ser orientados para
a resolugao de um problema de varias
maneiras distintas. O aprendizado pode
ocorrer a partir da andlise de diferentes
abordagens de um mesmo problema.
Com efeito, proporcionando discussoes
em sala de aula e focalizando as multiplas
maneiras de resolver um mesmo proble-
ma séo atitudes validas para a revisdo e
integracao do contetido abordado. "O am-
biente Logo, em particular, estrutura-se de

A

aprenda t_retang1:x :y
mudexy :x 0
mudexy :X :y

pc
un pf 30 uL
fim

Segundo Polya (1977), os métodos
genéricos para resolver problemas devem
ser ensinados. Com efeito, algumas das
estratégias usadas na Geometria do am-
biente Logo s&o casos especiais das su-
gestbes de Polya. Ele recomenda que, ao
abordar um problema, deveriamos percor-
rer uma lista mental de perguntas heuris-
ticas, do tipo: esse problema pode ser
subdividido em problemas mais simples?
Pode ser relacionado com outro proble-
ma que ja sei como resolver? A Geome-
tria proporcionada pelo ambiente Logo se
adapta seguramente a esse tipo de exer-
cicio e acaba servindo como portadora de
idéias genéricas de uma estratégia
heuristica.

Em decorréncia da influéncia dos tra-
balhos de Polya, se tem sugerido,

uma caracteristica ideal, capaz de estimu-
lar os alunos a investigar mais de um cami-
nho para chegar a uma solucéo" (Bezuszka,
Margaret, Linda, 1994, p. 126).

Encontrar a solucdo de um problema
constitui uma descoberta. Se o problema
nao for dificil, a descoberta nao sera me-
moravel, porém nao deixara de ser uma
descoberta. Em qualquer descoberta, por
mais modesta que seja, deve-se investigar
se existe mais alguma coisa ainda por se
descobrir, preenchendo as possibilidades
oferecidas pelo novo resultado, tentando
utilizar novamente o procedimento adota-
do."E possivel imaginar novos problemas
a partir da familiaridade com os principais
meios de variacao do problema, tais como
Generalizagao, Particularidade, Analogia,
Decomposicédo e Recomposicao" (Polya,
1977, p. 64).

A titulo de exemplo, cada um dos pro-
cedimentos? (a) e (b) abaixo gera, via am-
biente Logo, um triangulo retangulo de
catetos medindo x unidades e y unidades.

aprenda t_retang2:x :y
pd 90
pf :x
pe 90
pfy
pc
un pf 30 uL
fim

freqlientemente, que professores de Ma-
tematica déem atencao explicita a heuris-
tica e ao contetdo. O fato de essa idéia
nao ter criado raizes no sistema educaci-
onal decorre da escassez de situacdes nas
quais os modelos simples e eficientes de
conhecimento podem ser encontrados e,
quica, interiorizados pelos individuos. A
Geometria proporcionada pelo ambiente
Logo nao soé é valiosa em situagdes deste
género, como acrescenta ainda um ele-
mento novo a idéia de Polya: "Para resol-
ver um problema, procure algo semelhan-
te que vocé ja conheca e compreenda".

Os trés procedimentos abaixo produ-
zem um tridngulo retangulo via ambiente
Logo. Estes procedimentos sdo um desa-
fio, uma vez que o professor propbe co-
mandos equivalentes com o propdsito de
obter o mesmo resultado.

2 0s comandos contidos nos
procedimentos deste trabalho
estao definidos no Anexo.
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aprenda t_retang3 :x 1y

aprenda t_retang4 :x :y

aprenda t_retangb :x 1y

mudexy :X 1y pd 90 pd 90
mudexy :x 0 pf :x pf :x
mudexy 0 0 pe 90 pe 90
un pf:y pf 1y
pf 30 uL md direcaoparal0 0] pe 90 + arctan :y/:x
fim pf raizq(:x*:x + :y*1y) pf raizq(:x*:x + :y*1y)
un un
pf 30 uL pf 30 uL
fim fim
Fatos: que podem ser experimentadas. Estas ati-

— Procedimento 1 — Trata-se de uma
opcao viavel quando se procura proibir o
uso do comando paracentro (pc).

— Procedimento 2 — Trata-se de uma
escolha viavel ao se proibir o uso dos co-
mandos mudexy e paracentro (pc). A no-
vidade neste procedimento ¢ a utilizagao
do teorema de Pitagoras.

— Procedimento 3 - Este procedimen-
to é viavel quando nao se admite o uso
dos comandos mudexy, paracentro (pc),
mudedg¢ (md) e diregcdopara. Neste proce-
dimento, sao usados o teorema de
Pitagoras, fungdes trigonométricas inver-
sas e a relacdo: angulo interno — angulo
externo num triangulo.

Sugere-se ao leitor a elaboragao de
outros procedimentos. Compare-os com
0s supracitados.

Observa-se através destes procedi-
mentos que, no ambiente Logo, temos a
disposicao uma fonte quase inesgotavel
de situacées similares. Além disso, neste
ambiente, as novas idéias sao adquiridas
como maneira de satisfazer uma necessi-
dade pessoal de fazer algo que nao se
conseguia fazer antes.

Ainvestigacao em Geometria via
ambiente Logo

O ambiente Logo proporciona uma sé-
rie de investigagoes em Geometria. A titulo
de exemplo, o problema que trata de de-
terminar o nimero de diagonais de um
poligono regular convexo de n lados. Abai-
X0 estao descritas algumas atividades tipi-
cas dispostas em ordem de dificuldade e
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vidades residem em escrever um procedi-
mento para mostrar:

— um quadrado e suas diagonais;

- um hexagono regular e suas
diagonais;

- um
diagonais;

- um
diagonais.

O valor dessas atividades reside na
oportunidade de aplicar conteldos estu-
dados durante a disciplina Geometria, a
demonstracdo da habilidade de resolver
problemas e a percepcao de que é possi-
vel resolver o problema mediante outras
abordagens.

O numero d de diagonais de um
poligono de n lados (» >3) é dado por

pentdgono regular e suas

eneagono regular e suas

d= n(n-3)

: (1)

Em particular, para um poligono con-
vexo regular de n lados (Figura 6), o proce-
dimento escrito para o ambiente Logo se
fundamenta no seguinte fato da Geometria:
se conhecemos as coordenadas de dois
pontos P, e P, , entao a distancia entre P, e
P, estara bem determinada, e a partir de
cada vértice do poligono sai o mesmo nu-
mero de diagonais. Nos poligonos da Figu-
ra 6, pode-se verificar estas afirmativas.

O procedimento abaixo resulta na sa-
ida da Figura 6. Neste procedimento, sera
adotada a convencao: L - designara o com-
primento do lado do poligono, enquanto n
— designara o numero de lados.



Aprenda diagonais :L :n :d

Se :d =:n - 1 [pare]
pf L:

atr “xj coorx

atr “yk coory

md direcdo para sn :x :y

pf raizq ((:xj —:x)*(:xj = X)+(yk =y)*Gyk -y))
pt raizq ((:xj =:x)*(:xj -:x)*+(:yk -:y)*(:yk -1y))
pe:k * ((180 - 360/:n) /(:n - 2)

atr “k:k — 1

diagonais ;L :n:d + 1

fim

aprenda diagonais.ngon :L :n

dtun
mudexy -100 0 uL

repita :n [atr “k:n - 2 atr “x coorx ~
atr “y coory diagonais :.L :n 0 ~
pf :L pd 360/:n pf :L pd 360/:n]

fim

L=60n=6 L=

L=40n=15

Figura 6 - Construcao de poligonos convexos regulares de n lados

E preciso deixar claro que o procedi-
mento acima, do qual resulta na Figura 6,
apenas ilustra a solu¢ao do problema. En-
tretanto, os dados acumulados decorren-
tes da execucéo desse procedimento sdo
essenciais para a dedugao da formula (1).

Visualizando problemas com
énfase na construgao

A maioria das descobertas matemati-
cas e cientificas tem desempenhado uma
funcgao linglistica analoga, ao fornecer
palavras e conceitos para descrever o que
anteriormente parecia amorfo para o pen-
samento sistematico. "O exemplo mais
valioso do poder da linguagem descritiva
€ o surgimento da Geometria analitica, a
qual desempenhou um papel decisivo no
desenvolvimento da ciéncia moderna"
(Papert, 1980).

Segundo a lenda, Descartes inventou
a Geometria analitica deitado na cama, ao
observar uma mosca no teto. A fertilidade
de seu raciocinio pode-se imaginar: a mos-
ca, movendo-se em ziguezague, esbogou
um caminho real como os circulos e as
elipses da Geometria euclidiana, mas que
nao se enquadrou ha descricao da lingua-
gem de Euclides. Descartes viu, entdo, uma
maneira de explicar isto: a cada momento,
a posicao da mosca podia ser descrita afir-
mando-se quéao distante ela se encontrava
das paredes. Pontos no espaco podiam ser
descritos por pares de nimeros; uma tra-
jetéria podia ser descrita por uma equa-
cao ou relacdo que é verdadeira para os
pares de nimeros cujos pontos estao so-
bre a curva. O poder de simbologia repre-
sentou um passo adiante, quando Descar-
tes descobriu como usar uma linguagem
algébrica com o propésito de descrever o
espaco, e uma linguagem espacial para
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descrever um fato algébrico. O método
cartesiano de coordenadas geomeétricas,
nascido dessa circunstancia, forneceu as
técnicas que a Ciéncia tem usado para
descrever o movimento de moscas e de
planetas — e o movimento de objetos mais
abstratos, os objetos da Matematica pura.

Pode-se argumentar que, enquanto para
um matematico como Euclides ou Hilbert,
a Geometria comega com entidades inde-
finidas, abstratas e elementares como
pontos, retas e planos, para uma crianga,
geralmente, a Geometria comega por uma
manipulacgao fisica de objetos reais, com-
preendida globalmente, usada antes que
analisada, e freqlientemente especial (por
exemplo: retangulo) mais do que geral
(quadrilatero) (Fletcher, 1972).

As primeiras nogoes de Geometria
podem centrar-se, evidentemente, na ma-
nipulacao, desenvolvimento e construcao
de objetos interessantes (embalagens de
chocolate, invélucros de caldo de carne);
a feitura destas e de outras formas — usan-
do papel quadriculado, até que seja adqui-
rida maior destreza com instrumentos; ou
fazendo modelos de estrutura das mesmas
formas com canudos ligados por cordao.

Procedimento

aprenda c_limite
atr “n 3

limite_c

fim

A Geometria proporcionada pelo ambi-
ente Logo pertence a uma familia de Geo-
metrias com propriedades nao encontradas
nos sistemas euclidianos ou cartesianos.
Essas Geometrias sdo denominadas geome-
trias diferenciais, desenvolvidas desde a épo-
ca de Isaac Newton e que viabilizam a maior
parte da Fisica moderna. Em particular, a
equacao diferencial é o formalismo através
do qual os fisicos foram capazes de descre-
ver o movimento de uma particula ou de um
planeta.

A auséncia de bons desenhos torna
impraticavel explicar de maneira precisa
certos conceitos em Geometria. O ambi-
ente Logo mostra-se favoravel e pode ser
prontamente utilizado como apoio, forne-
cendo graficos apropriados em muitas
circunstancias.

Com efeito, existem resultados gera-
dos pelo ambiente Logo tao eficazes que
asseguramos pertencerem a categoria das
provas (demonstracdes) sem palavras.

Os procedimentos abaixo geram, via
ambiente Logo, a Figura 7. Nela pode-se
observar uma circunferéncia como limite
de uma seqliéncia: P, Py e Py -ees d€
poligonos convexos regulares, quando n
(numero de lados do poligono) cresce de
maneira arbitraria.

Subprocedimento

aprenda limite_c

se:n>25 [pare]

p_estrela

atr “n:n+1

limite_c

fim

aprenda p_estrela

un mudexy -50 0 uL
repita:n[pf 20 pd 360/:n] dt
fim

Figura 7 - Construcao de circunferéncia
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0 Logo na construgao de
modelos para séries geométricas

Esta secao é um pré-requisito para a
proxima.

Os problemas de Matematica com
caracteristicas desafiadoras constituem
parte essencial e desempenham valioso
papel na histéria dessa ciéncia.

Um problema proposto pelo filésofo
grego Zenao de Eléia (495-435 a.C.) preci-
pitou uma crise na Matematica, quando ele
formulou alguns paradoxos engenhosos.
Entre estes paradoxos, o mais conhecido
€ denominado paradoxo do corredor, o qual
pode ser formulado da seguinte maneira:

"Um atleta nunca pode alcangar a meta
numa corrida porque tem sempre que cor-
rer metade de qualquer distancia antes de
percorrer a distancia total". Isto significa
que, tendo corrido a primeira metade, tera
que correr a segunda metade. Quando ti-
ver percorrido a metade desta, falta-lhe
percorrer a quarta parte do total. Quando
tiver percorrido a metade desta quarta par-
te, falta-lhe percorrer a oitava parte da dis-
tancia total e assim indefinidamente.

E possivel reformular o paradoxo de
Zenao da seguinte maneira. Suponha que
0 atleta parte do ponto 1 (um) conforme a
Figura 8, e tenta como objetivo alcangar o
ponto 0 (zero).

.J;‘A__

|
I

1
2

Figura 8 - O paradoxo de Zenao

As posicoes assinaladas com 1/2, 1/4,
1/8 etc., indicam a fragao do percurso que
falta ao atleta percorrer quando esses pon-
tos s@o alcancados. Estas fragbes, cada
uma das quais equivale a metade da an-
terior, subdividem o percurso total num
conjunto indefinido de pequenos segmen-
tos cada vez menores. Para percorrer cada
um desses segmentos, se faz necessario
certo intervalo de tempo e o tempo exigido
para percorrer todo o percurso € a soma
total de todos estes intervalos parciais. Di-
zer que o atleta nunca atinge a meta signi-
fica que ele ndo pode atingir esse ponto ao
fim de um intervalo de tempo finito.

Esta afirmacao foi rejeitada 200 anos
depois de Zenao, com o desenvolvimento
da teoria das séries infinitas.

Ateoria das séries infinitas permite atri-
buir significado a uma igualdade do tipo
11 1
—+—+ ... + —e
2 4 2
membro & uma soma com uma infinidade
de parcelas. E claro que nao tem sentido
somar uma seqliéncia infinita de niUmeros
reais.

=1, na qual o primeiro

0] significado de soma
11 1
— t— 4 .+ —...=1 A -
>t k sera melhor enten

dido analisando-se de maneira detalhada
0 paradoxo de Zenao.

Suponha que o atleta do paradoxo de
Zenao corre com velocidade constante e
admitamos que seja necessario T minutos
para percorrer a primeira metade do per-
curso. Na quarta parte do percurso, gasta-
ra T/2 minutos, na oitava parte gastara T/4
e, em geral, para a parte do percurso com-
preendida entre 1/2" e 1/2"*'" necessitara
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de T/2" minutos. A soma de todos estes
intervalos de tempo pode ser indicada sim-
bolicamente pela expressao:

..+§+... (2)

O problema consiste em verificar se
existe algum método para determinar um
nimero que possa ser denominado a
soma desta série infinita.

A experiéncia mostra que o atleta que
corre com velocidade constante alcanca-
ra a meta ao fim do dobro do tempo ne-
cessario para alcangar o ponto médio.
Dado que o atleta gasta T minutos para
alcancar a metade do percurso, entao ele
devera gastar 2T minutos para percorrer o
percurso total. Este tipo de raciocinio su-
gere fortemente que se deve atribuir a
soma 2T a série infinita em (2) e espera-se
que a igualdade dada por

seja verdadeira num certo sentido.

A teoria das séries infinitas ensina
como interpretar a igualdade em (3). A
idéia é escrever primeiro a soma de um
numero finito de termos, por exemplo, os
n primeiros, e representar esta soma por
s,. Tém-se,

(4)

s, =T+ —T+—T+...+ —
2 4 2

A somaem (4) é denominada n-ésima
soma parcial da série. Estuda-se em se-
guida o comportamento de s, quando n
assume valores arbitrariamente grandes.
Em particular, tenta-se determinar se a
soma parcial s, converge para um limite
finito quando n cresce indefinidamente.

Algumas somas parciais de (3) sao
representadas abaixo.

s =T,

=27,

T T T _ 15
sgq=T+ —+—+—
2 4 8 8

Observa-se o fato de se escrever es-
tas somas sob a forma:

5= Q-1T,
5= (2= 4T
92 ) »
5= (-7
3 4 »
= (- T
4 g .

Esta analise conduz a seguinte férmu-
la geral:

1
211—1

si=2-=7)T (para todo n inteiro)

Finalmente, quando n cresce de ma-
neira arbitraria, o termo 1/2™" aproxima-
se de zero e sn aproxima-se de 2T. Por-
tanto a igualdade em (3) é verdadeira se a
interpretarmos que 2T ¢ o limite da soma
parcial s .

0 fascinio dos fractais e a
simplicidade do complexo

Tudo o que escapa a compreensao da
mente humana torna-se fascinante. Assim
sdo os fractais, estruturas geométricas de
grande complexidade e beleza, ligadas as
formas da natureza, ao desenvolvimento da
vida e a prépria compreensao do universo.

O ambiente Logo, com sua natureza
propria de recursividade, é ideal para a
anadlise de poligonos e outras figuras cuja
construgcao exige o processo recursivo.

Imagine a constru¢cao de uma curva
por um processo algoritmico. Considere
uma simples regra iterativa de construcao:
substitua cada segmento de reta da
iteracdo anterior por um chapéu de mes-
ma extensao.




E possivel aplicar a regra acima a
qualquer poligonal. No caso mais simples,
parte-se de um segmento de reta horizon-
tal de comprimento unitdrio. A Figura 9 ilus-
tra a seqliéncia de formas que sao possi-
veis de se obter pela aplicagao sucessiva
daregra. Se essa sucessao de aplicacoes
fosse ilimitada, qual seria a figura obtida?
Seria uma poligonal? Certamente, nao.
Seria uma curva? Paramétrica, implicita?

O comprimento da curva-limite podera
ser avaliado a partir dos comprimentos de
cada poligonal intermediaria. Admitindo o
comprimento horizontal do segmento igual
a unidade, a cada aplicacao da regra subs-
tituimos 1/3 do segmento por dois segmen-
tos de comprimento igual a 1/3. Dessa ma-
neira, a cada aplicacdo da regra de cons-
trugdo, o comprimento da poligonal é mul-
tiplicado por 4/3. Apds k iteragcbes o com-
primento sera (4/3), valor este que cresce
indefinidamente com k (Figura 9).

R M N

Figura 9 - IteracGes sobre a linha reta

Este € um exemplo de fractal obtido
via ambiente Logo. Apesar de complexo e
rico em detalhes, resulta de uma regra
construtiva extremamente simples.

O procedimento abaixo gera, via

Procedimento

aprenda sq.fractal.s :x 1y
ad

center2 :x

repita 4[fractal :x :y pd 90]
fim

ambiente Logo, o fractal da Figura 10. A
curva obtida é baseada num quadrado.
Neste exemplo, x representa a medida do
lado do quadrado, enquanto y representa

o estadio da seqliéncia.

Subprocedimento

aprenda center2:x

un
dt

mudexy -:x/2(-:x/2) uL

fim

aprenda fractal :x 1y

se :y=0 [pf :x pare]

fractal :x/3 :y-1 pe 90
fractal :x/3 :y-1 pd 90
fractal :x/3 :y-1 pd 90
fractal :x/3 :y-1 pe 90

fractal :x/3 :y-1
fim
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Estadio 1
x=100 y=0

Estadio 2
x=100 y=1

Estadio 3
x=100 y=2

Estadio 4
x=100 y=3

Figura 10 — Estadios da construcao de fractal

Se no estadio 1, o lado do quadrado
€ x unidades, entao a série geométrica que
representa o perimetro da figura fractalada
é dada por

5 e
Como 3 >1, a série diverge e o pe-
rimetro é infinito. Por outro lado, a série

geométrica correspondente a area da
figura fractalada é dada por

5
Como 5<1

¢ finita e igual a . O ambiente Logo pde em
evidéncia o fato de que a area do quadrado
fractalado é o dobro da area do quadrado
original. De acordo com as superposicoes
dos estadios 1 e 4, este fato pode ser visto
na Figura 11.

, @ Série converge e a area

Figura 11 — Superposicao dos quadrados fractados e original nos estadios 1 e 4
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O procedimento seguinte gera a Fi-
gura 12. Mais uma vez, o ambiente Logo

Procedimento

aprenda samamb :fLh
se :fLh < 5 [pare]

pf :fLh/25

pe 80 samamb:fLh*.3
pd 82 pf :fLh/25

pd 80 samamb:fLh*.3
pe 78 samamb:fLh*.9
pe 2 pt :fLh/25

pe 2 pt :fLh/25

fim

mostra seu poderoso ambiente grafico para
gerar fractais.

res

Figura 12 — Procedimento para a construgao da folha de samambaia por fractais

As experiéncias e as descobertas
apoiadas pelo ambiente Logo s&o capa-
zes de enriquecer o ensino de Geometria.

As novas tendéncias valorizam o ensi-
no da Geometria. Ele é considerado funda-
mental porque colabora com o desenvolvi-
mento cognitivo das criangas. Ha indicios
de que criancas que trabalham com formas
geométricas se tornam mais organizadas,
desenvolvem a coordenagao motora € vi-
sual, melhoram a leitura, compreendem
mais rapidamente graficos, mapas e outras
informacoes visuais.

A Geometria é considerada uma par-
te essencial da Matematica. Desde que
0s seres humanos comegaram a produ-
zir Matematica, dois fatos sempre estive-
ram presentes: nimeros e formas geomé-
tricas. A Aritmética (os nUmeros e as ope-
racoes) e a Geometria (as formas) sao os
dois ramos béasicos da Matematica.

Finalmente, o problema, nas escolas,
é o de conduzir a discussao sobre as figu-
ras geométricas, de modo a:

— estimular e desenvolver a imagina-
cao espacial do aluno; e

—fazer com que ele aprenda a pensar
em habitos que favorecam seus estudos
posteriores de Matematica.

0 tangram

A lenda do tangram

Um sébio chinés deveria levar ao impe-
rador uma placa quadrada de jade (pedra
ornamental muito dura), mas, no caminho, 0
sabio tropecou e deixou cair a placa, que se
partiu em sete pedacos geometricamente
perfeitos. O sabio tentou consertar, e a cada
tentativa surgia outra figura. Apés varias ten-
tativas, ele conseguiu formar novamente o
quadrado. Os sete pedagos representariam
as sete virtudes chinesas, dentre as quais,
seguramente, uma seria a paciéncia. O sa-
bio mostrou aos seus amigos as figuras que
conseguira montar, nascendo entado o
tangram.

O tangram &, na verdade, um quebra-
cabecas composto de sete pecas, utiliza-
do na cultura chinesa desde os tempos
remotos.

A Figura 13 mostra as sete pecas do
tangram.

As atividades com o tangram consis-
tem em montar determinadas figuras a
partir das sete pecas, conforme a Figura
13, sem que haja superposicao.

As sete pecas do tangram sdo obtidas
a partir do quadrado da Figura 14.
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TG - Triangulo Grande

TM - Triangulo Médio
TP - Triangulo Pequeno
P - Paralelogramo
E Q - Quadrado

Figura 13 — Pecas do tangram

TG

TG TP

™
TP

Figura 14 - Quadrado formado pelas sete pecas do tangram

0 tangram via ambiente LOQO lado do quadrado da Figura 14, igual a L.
A diagonal do quadrado da Figura 14 é

Para a geracdo das pegas do tangram  igual a 7 4/2. Além disso, é possivel deduzir
via ambiente Logo, considere amedidado  as seguintes medidas:

L
catetos: Lﬁ catetos: 3 catetos: Lﬂ
Triangulo TG 2 Triangulo TM 5 Triangulo TP 4L
hipotenusa: L hipotenusa: [, - hipotenusa: >
Para o quadrado Q, da Figura 14, a Enquanto isso, para o paralelogramo,

medida do lado é equivalente a quarta

parte da diagonal do quadrado grande.

i N Os procedimentos abaixo geram, via

Isto €, Lado de Q: Lo ambiente Logo, as sete pecgas do tangram.
O resultado é mostrado na Figura 15.

V2

tém-se. Lado maior: % . Lado menor: LT'
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Procedimento

aprenda logo.tangram :Ltan
coloque(2*:Ltan*raizq 2) “G
coloque(:Ltan*raizg2) “M

un mudepos[-200 -200] uL

pf 100*raizq 2 pd 135 tri (2*:Ltan)
pe 45 pf 100*raizq 2 pd 135 tri (2*:Ltan)
pf 50*raizq 2 tri 50*raizq 2

pd 45 pf: Ltan pd 90

pe 90 quadrado :Ltan

pf :Ltan pd 45 pf 50*raizq 2

fim

Subprocedimento

aprenda pgramo :Lp
repita 2[pf(:Lp*raizq2)pd 45 pf :Lp pd 135]
fim

aprenda quadrado :Lq
repita 4[pf :Lq pd 90]

fim

aprenda tri:cateto
pf:cateto pd 90

pf:cateto pd 135
pf(:cateto*raizq 2) pd 135
fim

Figura 15 — Pecas de um tangram construido pelo ambiente Logo

Entre as inUmeras possibilidades de
construcao de figuras do tangram, os
procedimentos descritos a seguir tém o
propésito de mostrar a beleza e o poder

Procedimento 1
(Chinés com seu gesto de reveréncia)

aprenda chines:L

dt pe 135
triangulog pe 45
triangulog

pe 45 pf:L/4 pd 90
triangulop

pd 135 pt (:L*raizq 2)/2
pe 90 pf :L pd 135
triangulom

un pc uL

pd 45 pt :L pd 135
paralelogramo :L

pf :L*raizq 2 pd 45 pf :L
pd 45 pt L
triangulop

un pc pe 45

pf 2* :L pe 45

pf 2* :L pd 45

pf 2* :L pe 135 uL
quadrado :L

fim

que o ambiente Logo possui ao produzir
figuras.

O resultado dos procedimentos sera
mostrado na Figura 16.

Subprocedimento 2
(Paralelogramo invertido — Bruxo)

aprenda bruxo :L
dtunpf:L+10uL

triangulom

pd 90 pf :L pe 135

parinvertido :L

pe 45 pt:L/4 pe 90

triangulog

pe 45 pf:L /4 pd 45 pf :L pd 90
triangulop

pd 45 pt :L pe 90

triangulop

pd 90 pt 7*:L/ 3 pe 90
quadrado :L

pe 90 pf :L pd 45 pf 2* :L pd 90
triangulog

fim
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Figura 16 — Construcao de figuras com pecas do tangram

Comentarios finais

O ambiente Logo é uma linguagem
de programacao do tipo interpretada, isto
é, cada linha de programa é executada
pelo interpretador. Este processo tem
como vantagem ndo necessitar uma com-
pilacdo completa para cada mudanca.

Outra caracteristica Unica do ambien-
te Logo é atartaruga grafica, uma série de
comandos simples e poderosos que ma-
nipulam a tartaruga.

Apesar da facilidade oferecida por
qualquer ambiente informatizado, ele, por
si s, nao garante a construcao do conhe-
cimento. Em particular, para que haja qual-
quer avancgo no conhecimento matemati-
co, é fundamental que o professor plane-
je as atividades que serao desenvolvidas.

Seguramente, admite-se ser uma tarefa di-
ficil conciliar o que se julga fundamental para
ser aprendido com a liberdade de acéo do
aluno. Com efeito, se o objeto de estudo é
o aprendizado da disciplina Geometria, faz-
se necessario planejar atividades para tal.
Isto significa dizer que nao basta apenas o
aprendiz ter a sua disposicao um programa
de atividades em Geometria.

Finalmente, pode-se imaginar a utili-
dade do computador sob dois prismas: no
primeiro, o computador permite ou obriga
0 aprendiz a externar expectativas intuiti-
vas — quando a intuicao é traduzida num
programa, ela se torna mais acessivel a re-
flexao; no segundo, idéias computacionais
podem ser tomadas como materiais para
o trabalho de (re)modelacdo do conheci-
mento intuitivo.
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Abstract

Mathematics becomes more significant for a student who is constantly in contact
with a considerable variety of problems. The purpose of this article is to motivate the
teacher to make every effort to stimulate his Geometry classes with problems taken from
the everyday lives of his students. The Logo environment is an alternative methodological

strategy, which leads to this proposed objective.

Keywords: Logo; Geometry; pedagogical methodology; alternative paradigm;
creativity; learning environment.
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Anexo
Comandos da versao Slogow em portugués usados no texto

pf nimero — movimenta a tartaruga para frente, isto €, o numero de passos, no
sentido em que ela estiver apontando;

pt nimero — movimenta a tartaruga para tras, isto é, o nimero de passos no sentido
oposto ao que ela estiver apontando;

pe numero — gira a tartaruga para a esquerda , isto €, o numero especificado em
graus;

pd nimero — gira a tartaruga para a direita, isto é, o niimero especificado em graus;
pc — movimenta a tartaruga para o centro da tela;

uL - coloca o lapis sob a tartaruga;

un - suspende o lapis da tartaruga;

dt — faz a tartaruga desaparecer da tela;

ad — apaga todos os tracos deixados na tela, sem modificar a posicao e direcao da
tartaruga;

mudedc¢ (md) numero — muda a diregao da tartaruga para o numero corresponden-
te em graus;

direcaopara lista — retorna um ndmero que equivale ao angulo que a tartaruga
deve girar para poder atingir o ponto na tela especificado por lista. Esta lista devera ser
composta de dois elementos, onde o primeiro elemento indica a coordenada x e o
segundo indica a coordenada y;

coorx — retorna o valor da coordenada cartesiana x da posicao atual da tartaruga.
No estado inicial do Logo, a coordenada x da tartaruga é 0 (zero);

coory — retorna o valor da coordenada cartesiana y da posicao atual da tartaruga.
No estado inicial do Logo, a coordenada y da tartaruga é 0 (zero);

mudexy numero1 numero2 — movimenta a tartaruga para uma posigao absoluta de
tela. O argumento sao dois nimeros, onde nimero1 representa a coordenada x e ni-
mero2 representa a coordenada y;

sentenga (sn) objefo1 objeto2 — retorna uma lista formada pela concatenacao de
objeto1 e objeto2;

raizq nimero - retorna a raiz quadrada do nimero;

atribua (atr) palavra objeto — define uma variavel designada por palavra e com
conteudo objeto;

coloque (col) objeto palavra — define uma variavel denominada por palavra com
conteldo objeto. Esse comando é analogo a primitiva atribua.
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